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Resumo

O presente artigo tem como objetivo apresentar demonstra¢des alternativas para proposi¢oes
especificas envolvendo ndmeros inteiros e propriedades da potenciacdo. Utiliza-se o método da
indu¢do matemadtica, apresentando suas dificuldades e possibilidades dentro da matematica e suas
tecnologias. O interesse por este tema surgiu por meio da necessidade em se aprofundar o estudo de
Teoria dos Numeros, com énfase nas demonstracdes, visto que vivemos num contexto educacional
onde é preciso atender e usufruir de novas propostas. Logo, a utilizacdo das demonstracdes assim
como o estudo delas, surgem como um desafio que precisa ser superado no setor educacional. Deste
modo, utilizamos a pesquisa bibliografica para dar énfase em nossas andlises e conseguinte
apresentamos alternativas para algumas demonstracdes de inteiros. Portanto, acreditamos que este
estudo proporciona grandes potencialidades sobre a importancia das demonstracées matematicas,
além da sua compreensdo de modo que alunos e professores desta drea de conhecimento sejam
beneficiados.

Palavras-chave: Teoria dos Nimeros; Demonstracdes; Indu¢ao Matematica.

Abstract

This article aims to present alternative demonstrations for specific propositions involving integers and
potentiation properties, using the method of mathematical induction, presenting their difficulties and
possibilities within mathematics and its technologies. The interest in this topic arose through the need
to deepen the study of Number Theory, with an emphasis on demonstrations, since we live in an
educational context where it is necessary to attend to and take advantage of new proposals,
therefore the use of demonstrations as well as the study of them, emerges as a challenge that needs
to be overcome in the educational sector. In this way, we use bibliographical research to emphasize
our analyzes and therefore present alternatives for some demonstrations of integers. Therefore, we
believe that this study provides great potential on the importance of mathematical demonstrations
beyond their understanding so that students and teachers in this area of knowledge benefit.
Keywords: Number Theory; Demonstrations; Mathematical Induction.
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1. Introducao

O estudo das poténcias inicia-se na educacdo infantil, mais precisamente no 4° ano,
segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2018). E tal assunto estende-se por
todo o ensino fundamental, observando as recomendacdes presentes no documento oficial.

Na unidade tematica nimeros, dentre os objetos de conhecimento, encontram-se
“Composicao e decomposicdo de um numero natural de até cinco ordens, por meio de
adicdes e multiplicag6es por poténcias de 10” (4° ano), “Operacdes (adicdo, subtracdo,
multiplicacdo, divisdo e potenciacdo) com numeros naturais” e “Operacdes (adicao,
subtracdo, multiplicacdo, divisdo e potenciacdo) com numeros racionais” (6° ano), cujas
seguintes habilidades se relacionam: (EFo4MA02), (EFO6MAO03), (EFO6MA11), (EFO6MA12). O
mesmo assunto se faz presente nos objetos de conhecimento das séries posteriores, tais
como 8° e 9° anos, que articulam as habilidades: (EFo8 MAo1), (EFo8 MA02), (EFO9MAO03).

O assunto de potenciagao se relaciona com diversos temas da matematica. Entende-
se, assim, que essa operacdo matematica e suas propriedades permitem desde a simplificagao
de express6es matematicas a modelagem de situa¢des-problemas do cotidiano, contudo, é
comum observar que alunos do ensino fundamental apresentem dificuldades no estudo
desse contelido (Batista; Santiago, 2023). Tendo isso em vista, percebe-se que o estudante da
educacao basica precisa mobilizar tais conhecimentos considerando suas aplica¢des futuras,
uma vez que “[...] o fato de ndo estudar um determinado assunto em seu periodo adequado
pode desencadear dificuldades por parte dos alunos em aprender o contetido seguinte [...]"”
(Ramos et al., 2022, p. 9). Também o didlogo estabelecido entre Sousa et al. (2016) e Silva,
Goncalves e Medeiros (2017), evidencia que o assunto de potenciacdo envolve muitos outros,
e que por vezes os alunos da educacao bdasica apresentam dificuldades em compreendé-lo.

Contudo, o que vem a ser potenciacao? Segundo os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN) (Brasil, 1998), constata-se que “O conceito de potenciacdo com os nlimeros naturais
pode ser trabalhado por meio de situac6es que envolvam multiplicacdes sucessivas de fatores
iguais, que sdo freqlientes por exemplo, nos problemas de contagem [...]” (p. 112). Nas
palavras de Giovanni, Castrucci e Giovanni Jr. (1998), “Dado um inteiro real a e um nimero
natural n, n # 0, a expressao a", denominada poténcia, representa um produto de n fatores
iguais ao ndmero real a” (p. 10). E possivel complementar essa ideia dizendo que “[...] a

potenciacdo é uma forma sintética de representacdes de multiplicacbes repetidas [...]”
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(Ramos et al., 2022, p. 2). Em acréscimo, Andrini e Vasconcellos (2015) asseguram que
potenciacdo é “Uma multiplicacdo de fatores iguais [...]” (p- 79)-

A partir dessas premissas, pode-se entender potenciagado como uma forma resumida
da escrita de uma multiplicagao/produto cujos fatores sao iguais, com vistas a simplificacao
de uma ou mais expressdes matematicas.

No ambito dessa discussao, enfatiza-se que o presente estudo explana acerca de uma
das propriedades de poténcia presentes no conjunto dos nimeros inteiros positivos, mais
especificamente no que diz respeito aos critérios de divisibilidade.

Por experiéncia prévia, pode-se dizer que o estudo dos numeros inteiros e suas
propriedades € mais amplamente explanado durante a disciplina teoria dos nimeros,
presente nos cursos de graduagdo em matematica. Em referéncia a essas constatacdes,
Oliveira e Fonseca (2017) ressaltam que o estudo dos inteiros positivos, em teoria dos
ndmeros, é essencial na formagao dos professores de matematica.

Em relacdo a formacdo de professores, Shulman (1986) destacou que na década de 70
havia uma maior énfase no dominio do contetdo a ser lecionado, incluindo suas teorias,
métodos, entre outros. Entretanto, nos anos 80, as abordagens metodoldgicas ganham
importancia e as preocupac¢des com o conteudo ensinado ficam um tanto negligenciadas.
Essa falta de atencao ao conteudo, tanto na formacgao dos professores quanto nas pesquisas
sobre ensino, fora denominada pelo autor como o problema do “paradigma perdido”

Nesse contexto Shulman (1986) destaca que é de extrema importancia compreender
o conteudo especifico da matéria que o professor leciona, o que inclui o entendimento de
processos, métodos e procedimentos da drea especifica. Logo entendemos que um estudo
que apresente uma abordagem de demonstracdes diferenciadas colabora tanto na formacgao
do professor de matematica quanto no enriquecimento de estudos que abordem estes
conceitos.

Deste modo, o objetivo deste trabalho é apresentar demonstracdes alternativas para
proposicdes especificas envolvendo numeros inteiros e propriedades da potenciacao,
utilizando o método da indu¢ao matematica. Vale ressaltar que a demonstracao por indugao
matematica € uma escolha metodoldgica consciente e ndo a Unica abordagem possivel. Ha
outros métodos de verificacgdo e demonstracao para conjecturas matematicas, como por

exemplo: a prova direta, demonstra¢ao por contraposicao, demonstracao por redugao ao
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absurdo, demonstracdo por contraexemplo, todavia, delimitaremos nossas discussbes ao
tema inicial.

Para o desenvolvimento deste estudo, utilizou-se o método bibliografico, com uso de
demonstrac6es matemadticas. A perspectiva de Gil (2002), a semelhanca do que afirmam
Marconi e Lakatos (2003), é que a pesquisa bibliogréfica é realizada com base em materiais ja
elaborados, examinando cuidadosamente as informag¢des para nao comprometer a qualidade
dainvestigacao. Também nao é a simples repeticao do que ja foi dito sobre um certo assunto,
pelo contrdrio, aplica-se em analisar um tema sob uma nova abordagem.

Nessa perspectiva, entende-se que explorar a inducao matematica na educacao
basica, por meio das demonstrag¢des, aproxima-se das diretrizes da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) e suas competéncias gerais, na medida em que contribui para o
desenvolvimento da criticidade e argumentacao Iégica, bem como na criatividade e resolugao
de problemas, elementos fundamentais na formag¢ao dos estudantes. Dai a necessidade de
aprimorar a compreensao de demonstracdes matematicas entre professores e alunos.

Quanto a estruturagdo metodoldgica, este trabalho estd organizado em cinco partes.
A primeira é esta breve sintese do que sera dissertado no decorrer do texto. A seguir, na
segunda secdo, apresentam-se 0s aspectos tedricos da pesquisa. Na terceira se¢ao, uma
breve discussao sobre o conceito de indu¢ao matematica no cotidiano. Por conseguinte, na
quarta sec¢do, discutiremos acerca das propriedades de poténcia presentes no conjunto dos
ndmeros inteiros, principalmente no que relaciona a uma de suas propriedades. Nesta mesma
secdo pretende-se apresentar demonstracdes alternativas para proposicoes frequentemente
encontradas em livros de teoria dos nimeros, para isso utilizaremos o método da indugao
matemadtica. Por fim, remataremos as discussbes do trabalho caminhando para o
encerramento nas considerag¢des finais.

2. Teoria dos Niumeros e o Método da Inducao Matematica

E valido ressaltar que é impossivel provar tudo, ou seja, ndo se pode demonstrar todas
as coisas. Existe um grupo de ideias de onde devemos partir, que sdo os principios
fundamentais, os postulados ou axiomas. Dentro dessa perspectiva, Coutinho (2003) relata
que foi a partir da obra de Euclides, denominada “Os elementos”, que os estudiosos passaram

a estabelecer a demonstracao para as proposicdes matematicas.
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Segundo Balacheff (1988) a demonstracdo é um conjunto de proposi¢oes validas e
estruturadas de acordo com certas regras, considerando que as proposicdes sao tidas como
verdadeiras ou sao derivadas e verificadas por meio de argumentos légicos.

Assim, dentre as possiveis formas de demonstrar, destaca-se o método da inducao
matemadtica. A perspectiva de Silva et al. (2022) aproxima-se de Fossa (2021) ao afirmar que o
método da indu¢cdo matemdtica é um dos mais importantes métodos de demonstracdes
empregado na verificacdo de conjecturas e propriedades relativas aos nimeros naturais. Silva
e Almeida (2022) afirmam que, no campo da matematica, muitas descobertas sdo feitas
empiricamente e que, sendo assim, o método da inducdo torna-se muito util na verificacao
dos resultados obtidos, além do que, por se tratar de uma ferramenta extremamente versatil,
em funcdo de suas aplicagdes em diferentes problemas, permite estabelecer demonstragbes
matematicas rigorosas.

De acordo com Freitas (2013), a indu¢do matemdtica é usada, principalmente, para
situar verdades matemadticas exatas em subconjuntos infinitos de N (conjunto dos naturais).
Diante disso, ndo incide em mostrar que determinada sentenca aberta é verdadeira para
muitos casos, todavia, trata-se de mostrar que tal sentenca é verdadeira para todo nimero
naturaln = a, onde a € N.

O método de indu¢do matemdtica é bastante simples, como visto em Filho (1981), Aires
(2015) e Bezerra (2018): seja p(n) uma proposicdo associada a cada inteiro positivo n e que
satisfaz as duas seguintes propriedades: p(1) é verdadeira; para todo inteiro positivo n, se p(n)
é verdadeira, entdo p(n+1) também é verdadeira. Nessas condicdes, a proposicao p(n) é
verdadeira para todo inteiro positivo n. Ou seja, realizar uma demonstracao por meio da
inducao matematica consiste em provar que uma proposi¢ao é verdadeira para um caso inicial
e, verificada essa etapa, mostrar que, se vale para um certo n, também vale para o seu
sucessor.

Segundo Silva et al. (2022), a indu¢do matematica “[...] € um método utilizado para
demonstrar a veracidade de um dado nimero que tem propriedade e que seu sucessor
também a possui, e assim sucessivamente [...]” (p. 1). Conforme Silva e Almeida (2022), a
inducdo matemdtica “[...] € uma ferramenta poderosissima na demonstracdo de proposi¢oes
sobre o conjunto dos nimeros naturais, tendo aplicacbes em uma gama de problemas, tais

como identidades, desigualdades, divisibilidade, recorréncias, etc. [...]"” (p. 64). Para Amorim,
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Santos e Santos (2020, p. 41), a indu¢do matematica “[...] ¢ um método de demonstracdo que
¢ trabalhado principalmente nos cursos de Algebra, Matematica Discreta ou de Teoria dos
Numeros, possui inimeras aplicacdes em todas as areas da matematica. [...]"” .

Concordamos com Oliveira e Fonseca (2017) ao enfatizarem a relevancia da teoria
elementar dos nimeros na formacao de professores de matematica, além do mais, “A Teoria
dos Numeros, que tem parte do seu contetido conhecido na escola basica como aritmética,
assim como as primeiras no¢des de geometria, sdo as portas de entrada das pessoas para a
cultura matemética [...]” (p. 882). N3o obstante, hd evidéncias de que tal assunto tem sido,
por vezes, negligenciado. Por isso, 0s mesmos autores asseveram: “[...] Em que pese a pouca
evidéncia dada ao tema, sua importancia é inegdvel, uma vez que, considerando a mais dbvia
das razGes, pode-se identificar elementos da aritmética bésica por toda parte [...]” (p. 882).

A comunicacdo estabelecida entre Almouloud, Figueroa e Fonseca (2021) e Silva et al.
(2022) evidencia a importancia dos conhecimentos construidos em teoria dos nimeros na
formacao de professores de matemadtica, bem como no curriculo da educa¢do basica. No
mesmo sentido, Oliveira e Fonseca (2017) asseguram que os conceitos estudados em teoria
dos nimeros sdo por diversas vezes “[...] vistos como dbvios, muito simples, faceis, a tal
ponto que a necessidade de estudd-los em profundidade tem sido praticamente ignorada nos
programas de formacgao dos professores de Matematica nos cursos de Licenciatura no Brasil
[...]” (p- 896).

Ampliando a discussdo compreendida, Caldato, Utsumi e Nasser (2018) afirmam que
“Aparentemente a demonstra¢do na licenciatura ndo consiste num objeto de estudo, mas se
limita @ uma mera ferramenta para os licenciandos, isto quando numa disciplina de conteddo
especifico algum resultado é demonstrado pelo professor” (p. 76). Mas afinal, o que vem a
ser uma demonstracdo matematica? Segundo Batistela, Bicudo e Lazari (2020, p. 204), “[...]
uma demonstracdo é a prova da existéncia matemadtica de algo [...]”. Nesse aspecto, “A
demonstracdo pode ser considerada como uma sequéncia de argumentos que seguem regras
da Idgica para mostrar que um enunciado é verdadeiro quando se assume certos axiomas,
definicGes e teoremas ja demonstrados [...]” (N6briga, 2019, p. 9).

Sabe-se que em demonstracdo matemadtica a argumentacao é essencial. No que
concerne a demonstracdo por inducao ndo € diferente, todas as etapas devem seguir uma
construcdo légica, bem fundamentada, a fim de garantir a veracidade das conclus6es obtidas

pelo método. Sobre esse assunto, concordamos com Batistela, Bicudo e Lazari (2020, p. 203)
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quando atestam que ‘“Demonstrar ou provar em matematica ndo é uma atividade que se
processa mecanicamente, ou seja, ndo ha uma sequéncia de passos que possam ser dados
em etapas por uma maquina em finitas operacdes que realize essa atividade [...]”. Nesse viés,
Mota e Carvalho (2011) reiteram a importancia das demonstracdes matemadticas na formacao
dos alunos da educacao basica e, principalmente, do ensino superior, especialmente nos
cursos de licenciatura em matemadtica, tendo em conta que “[...] uma demonstracdo exige
certo dominio de argumentacao, algo que, como futuro professor, ird lhe ser de grande valor
na sala de aula” (p. 1). Entende-se, assim, que “[...] trabalhar com re-demonstracdes e
demonstra¢bes alternativas € uma atividade importante a ser realizada com alunos em
formacao no ambito da matemdtica” (Batistela; Bicudo; Lazari, 2020, p. 210).

Voltando aos dizeres de Silva et al. (2022), compreende-se que a abordagem do
método de inducao matematica é vidvel na educacao basica a medida que se busca estimular
a formulagdo e verificacdo de conjecturas, ao invés de simplesmente entregar as férmulas
prontas. Corroborando tal explanacdo, Amorim, Santos e Santos (2020) sugerem a
introdu¢ao do método de indu¢ao matematica no ensino médio, de forma eficaz, a fim de
validar teoremas e proposi¢cdes matematicas. Nessa leva, declaram que “O atual sistema de
ensino brasileiro necessita de novas ideias e novas metodologias, que visem um melhor
desempenho educacional. [...]” (p- 40).

Para Caldato, Utsumi e Nasser (2018), o ensino de provas e demonstracdes quase ndo
se faz presente na sala de aula da educacao basica, seja no ensino fundamental, seja no ensino
médio. Boa parte dos alunos sentem-se pouco motivados a aprender por meio deste recurso
por nao ser um assunto voltado para os conteddos cobrados nos vestibulares e avaliacdes
locais e, “[...] Além disso, quando raramente é utilizado em sala, tende a ser interpretado
pelos discentes como uma mera curiosidade ou como um conhecimento que nao favorece a
aprendizagem” (p. 91-92). Diante disso, vé-se a necessidade de apreciar as demonstracdes
matematicas no ensino basico.

3. AlIndug¢do Matematica no Cotidiano

Antes de apresentar as demonstra¢des, é bastante oportuno explanar o conceito de
indu¢ao matematica com uma situagdo pratica. Na tentativa de clarificar esse método, o qual
serd empregado a seguir. Um exemplo simples de inducao matemadtica no cotidiano é o

seguinte: qual a quantidade de cumprimentos (aperto de mdos) em uma reunido com n
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pessoas? Tomemos como base que todas as pessoas se cumprimentem uma Unica vez e que
ninguém fique de fora, além disso, o minimo de aperto de maos ocorre quando ha duas
pessoas, pois uma pessoa nao pode cumprimentar a si mesma.

Seguindo esse raciocinio, percebe-se, também, que a ordem dos apertos de maos nao
importa, ja que a pessoa A cumprimentar a pessoa B é equivalente a pessoa B cumprimentar
a pessoa A (considere a nomenclatura AB o mesmo que: a pessoa A cumprimenta a pessoa B,
assim AB é o mesmo que BA). Logo, estamos diante de um problema que envolve
combina¢do. Dessa feita, analisemos os casos iniciais: quando hd 2 pessoas, ocorre
exatamente 1 (um) aperto de maos (AB); quando hd 3 pessoas, ocorrem 3 (trés) apertos de
maos (AB, AC e BC); quando ha 4 pessoas, ocorrem 6 (seis) apertos de maos (AB, AC, AD, BC,
BD e CD); para 5 pessoas, ocorrem 10 (dez) apertos de maos, e assim por diante. Nota-se que
a quantidade de apertos de maos esta estritamente dependente da quantidade n de pessoas,

n!

isso nos leva a conjecturar que essa quantidade ¢ C,, = -, em outros termos, € a

combinacao de n elementos tomados 2 a 2. O que é verdade, provaremos por indugao:
Tomemos o caso inicial n = 2 (duas pessoas) (base de inducdo):
2! 2-1 2

C = =
227012171217 2

Como ja tinhamos conhecimento, um Unico aperto de maos.
Considere que seja verdade para um certo n (uma certa quantidade de pessoas)

(hipdtese), teremos:

n!
C,,=———
2T (n—2)12!

Sabe-se que para cada 1(uma) pessoa que entra no grupo, soma-se n apertos de maos,
pois essa pessoa ird cumprimentar todas as n que ja faziam parte do grupo. Assim, paran + 1

pessoas, teremos C, , + n cumprimentos. Ou seja,

n!
Cn,2+n=m+n

Podemos, ainda, igualar os denominadores:

_nl+n(n-—2)2!
Cn2 ¥ 1= —0 10
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Nosso objetivo agora € provar que C,, +n = Cp41)2 , OU S€ja, que para n+1
pessoas, também teremos C(,11), cumprimentos (tese). Uma alternativa interessante é

desenvolver n! (n fatorial) de modo a colocar algum fator em evidéncia. Vejamos:

nn—1n—-2)!+nn-2)!2!
(n — 2)!2!

Assim, podemos colocar n(n — 2)! em evidéncia:

nn—2)!((n—-1)+2!
(n—2)!2!

Além de tudo, sabe-se que 2! = 2 - 1 = 2. Substituindo:

nn-2)(n—1+2)
(n—2)2!

Simplificando, teremos:

nn—-2)!(n+1)
(n—2)!2!

Agora, podemos multiplicar e, ao mesmo tempo, dividir a fracao pelo fator (n — 1),
sem perda de generalidade, ja que fazer isso € equivalente a multiplicar a fracdo por 1, o que
nao altera o valor da expressao. Sendo assim, teremos:

n—-1nn-2)!'n+1)
n—-1)n-2)'2!

Continuando, pela propriedade comutativa da multiplicagao, podemos permutar os
fatores de modo a obter:

n+1Dnn—1)(n-—2)!
n—-1)n-2)'2!

O mesmo que:

(n+ 1)!
(n—1)2!
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Ou ainda,
(n+ 1)!
((n+1)—2)2!

Que € exatamente onde queriamos chegar: C,41),. Portanto, provamos que se a
conjectura vale para uma certa quantidade n de pessoas, também vale para n + 1 pessoas.

Logo, por indu¢ao matematica, a conjectura é verdadeira para todo n natural.

Em se tratando de indu¢ao matematica é importante saber onde se quer chegar, pois,
dessa forma, torna-se mais simples identificar as técnicas que serdo empregadas a fim de
tornar a demonstracdo verdadeira. Na situacao anterior, utilizamos um recurso algébrico
bastante conveniente, com vistas a obter o fatorial desejado, algo intuitivo, mas que poderia
se tornar um empecilho caso ndo soubéssemos o objetivo da demonstracao. A nosso ver,
todas essas especificidades da demonstracao por inducdo a tornam ainda mais interessante,
uma vez que, como dito anteriormente, nao existe um algoritmo pronto, mas a necessidade
de argumentacdo sdlida e criatividade da parte do aluno/professor.

4. Poténcias de um Numero Inteiro e Divisibilidade

As principais propriedades elementares de poténcia sao bastante conhecidas e
explanadas em livros didaticos de matematica do ensino fundamental (Andrini; Vasconcellos,
2015; Giovanni; Castrucci; Giovanni Jr., 1998). Entretanto de acordo com Ball (1960), durante
anos o Unico expoente considerado para poténcia era o 2, conhecido como “poténcia
original”, tendo em vista que os outros expoentes foram estudados posteriormente, o que
mostra que o conceito de potenciacao embora seja trabalhado nos livros abertamente, teve
um processo de desenvolvimento longo, o que corrobora com o estudo de Sierra (2000). O
referido estudo relata que é somente nas séries posteriores ao sexto ano que o conceito de
potenciacdo é expandido para um conceito mais algébrico, sendo trabalhado anteriormente
de maneira pratica e explorado com um rigor algébrico somente na disciplina de “teoria dos
ndmeros” em cursos de graduacdao. Diante disso ao debrucar nossos estudos sob a
perspectiva da teoria elementar dos nimeros, notou-se a presenca de inimeras proposicoes

envolvendo poténcias e divisibilidade.
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E importante ressaltar que no que tange a divisibilidade concordamos com Martinez
et al. (2013 p. 15) que retrata o conceito de um nimero ser divisivel por outro da seguinte
forma: “Dados dois inteiros a e d, dizemos que d divide a ou que d é um divisor de a, ou ainda
que a é um multiplo de d e escrevemos d|a se existir um q € Z coma = qd”.

Essas e outras observag¢fes nos permitiram constatar a presenca de uma propriedade
dos nimeros inteiros pouco explorada no ambito dos cursos de formacao de professores de
matematica, a saber: dado x e k, inteiros positivos, e n natural, x divide a diferenca entre
(x + k)™ e k™. Provaremos por inducdo.

Com o propdsito de tornar as demonstracdes mais acessiveis ao leitor, é vantajoso
saber os significados dos seguintes simbolos matematicos: € (pertence), N (conjunto dos
numeros naturais), Z (conjunto dos nimeros inteiros), Z, (conjunto dos nimeros inteiros ndo
negativos), Z; (conjunto dos nimeros inteiros positivos), V (para todo), | (divide), > (maior do
qgue), < (menor do que), X (somatdrio), m (final da demonstragao).

4.1 Mostre que parax, k € Z},en € N,vale x|[(x + k)" — k"]

Demonstragao:

Queremos provar que (x + k)" — k™ = x - q tal que q € Z, (tese)

Vejamos paran = 1 (base de inducdo), segue

(x+k)—kl=x+k—-k=x=x-1

A proposicao é vdlida paran = 1, pois todo inteiro positivo € multiplo de si mesmo.
Suponha que seja verdadeiro para um certo n (hipdtese), temos

(x+k)"—k"=x-q

Multiplicando por (x + k) ambos os lados da equacdo, obtemos
x+k)"(x+k)—k™"x+k)=x-q(x+k)
(x+ k)Mt —xk™ — k™l =x-q(x + k)
(x + k)™ — k™ = x - q(x + k) + xk™

Colocando o fator x em evidéncia no segundo membro da equagao e denominando
q(x + k) + k™ = q' temos
(x + k)™ — k™ =x - [q(x + k) + k"]
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(x + k)n+1 _ kn+1 = x- ql

Sabe-se que o produto e a soma de inteiros sempre resultarao em um ndmero inteiro,
assim, a proposicao também é valida paran + 1. Portanto, pela indu¢ao matematica, conclui-
se que é valida paratodon € N.

Essa propriedade garante varias proposicdes, a exemplo: 5[(7™" — 2"), 5|(9" — 4"),
3](10™ — 7™), 3|(14™ — 11™), 8|(10™ — 2™), 4| (7™ — 3™), entre outras. E, por consequéncia,
se tomarmos k = 1, temos x|[(x + 1)™ — 1]. Ao substituir x pelo seu antecessor em Z, ,
desde que x seja maior do que 1 a fim de evitar a divisdo por zero, concluimos que (x —
1)|(x™ — 1). Em outros termos, para todo nimero inteiro positivo maior do que 1, vale que o
seu antecessor divide o antecessor de qualquer uma de suas poténcias. Esta é uma
propriedade conhecida na teoria dos numeros, contudo, pretende-se demonstra-la por meio
daindu¢do matematica.

4.2 Mostre que para x € Z}, talque x > 1,vale (x — 1)|(x" — 1) onden € N

Demonstragao:

Queremos provar que x™ — 1 é multiplode x — 1, vn € N (tese)

Suponha paran = 1 (base de inducdo), temos

xl—l_x—l

x—1 x-—-1

=1€7Z,

Suponha que também seja verdadeiro para um certo n (hipdtese), segue

ol ke
x—1 *
Suponha paran + 1, obtemos
xn“—l_x-x"—l
x—1  x-1

Podemos somar e, ao mesmo tempo, subtrair x no numerador da fracao,

_x-x”—x+x—1

x—1

Colocando x em evidéncia,
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x(x"-1D+x—-1) x(x"-1) x-1
= e +
x—1 x—1 x—1

. x™-1 . . x—1
Pela hipdtese, temos que — = k, e, além disso, — = 1, logo

x(x”—1)+x—1 41
=Xx

x—1 x—1

Sabe-se que o produto e a soma de inteiros sempre resultardo em um nimero inteiro,

assim,

xn+1 -1

EZ
x—1 +

Logo, por indu¢ao matematica, a proposicao é verdadeira paratodon € N.

Essa propriedade garante proposicées do tipo 2|(3" —1) (Ié-se dois divide o
antecessor da enésima poténcia de trés), 3|(4" — 1), 4|(5" — 1), e assim sucessivamente.
Assim como proposicées do tipo 3|(22" — 1), 8](3%™ — 1), 15|(4*™ — 1), 24|(5*™ — 1), entre
outras. Isso acontece porque usando as propriedades elementares de poténcia, podemos

escrever 9" como sendo 3%", 16" como 42", 25" como 52", e assim por diante. A mesma

n+1

propriedade se faz presente na série geométrica do tipo Y x! = z isto é, 1+ x +

x-1 '’

n+1
x 1 n+1

x2+x3 4+ x" = , dai vem que Y, x‘<x

. Nela é possivel observar a

xn+1_1

x—1

propriedade (4.2) em , pois esta férmula s6 é valida porque (x — 1) divide (x™*1 — 1).
Tais assuntos e suas respectivas demonstracdes sao frequentemente propostos em livros de
teoria dos nimeros, como por exemplo em Filho (1981), Aires (2015) e Bezerra (2018).

Dessa feita, pode-se ainda gerar outras ideias a partir do enunciado anterior, como por

n_
exemplo: somando 1 ao quociente ad 1, assim, obtendo:
x—1
x"—1 x"—-1 x—-1 x"—-14+x—-1 x"+((x-2)

+1=

= EZ
x—1 x—1+x—1 x—1 x—1
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Ou seja, (x —1)|[x™ + (x — 2)]. Dai, surgem varias outras proposicdes, tais como:
2|(3™ + 1); 3|(4™ + 2); 4| (5™ + 3); 5|(6™ + 4); 6](7™ + 5); 7|(8™ + 6); 8] (9™ + 7); 9|(10™ +
8); e assim por diante. Escolhendo x = 2a para algum a € Z} e k=1 em (4.1) temos:
2a|[(2a + 1)™ — 1]. Por consequéncia, a|[(2a + 1)™ — 1]. O mesmo acontece tomando x =
3a, x = 4a, x = 5a, e assim sucessivamente. Conjecturando que todo inteiro positivo divide
o antecessor de qualquer uma das poténcias do sucessor de qualquer um de seus multiplos.
Provaremos por indugao.

4.3 Mostre que parax, k € Z},en € N, vale x|[(xk + 1)" — 1]

Demonstragao:

Queremos provar que (xk + 1) —1 = x - q tal que q € Z, (tese)

Vejamos paran = 1 (base de inducdo), segue

(xk+1D)'—1=xk+1-1=xk

A proposicao é vdlida paran = 1, pois xk é mdltiplo de x.
Suponha que seja verdadeiro para um certo n (hipdtese), temos

xk+1)"—-1=x"q

Multiplicando por (xk + 1) ambos os lados da equacdo, obtemos
(xk+D" (xk+1)—1(xk+1) =x-qlxk + 1)
(xk+ 1" —xk—1=x-q(xk+1)
(xk+ D™ —1=x-q(xk + 1) + xk

Colocando o fator x em evidéncia no segundo membro da equa¢do e denominando
q(xk + 1) + k = q' temos
(xk + )™ —1 =x-[q(xk + 1) + k]
(xk+1D)"1—1=x-¢

Sabe-se que o produto e a soma de inteiros sempre resultardao em um ndmero inteiro,
assim, a proposicao também é verdadeira para n + 1. Portanto, pela indu¢ao matematica,
conclui-se que é valida para todon € N.

Sao muitas as possibilidades de demonstracdes geradas a partir das ideias propostas

nesta secdo. Acredita-se que com criatividade e bom senso é possivel a elaboracdo de
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conjecturas bem interessantes. Ainda assim, tendo em vista ndo esgotar as discussdes
futuras, decidimos encerrar esta secao com exemplos.

4.4 Mostre que 5/(9%""1 + 1) para todo n natural

Demonstracao:

Queremos provar que 92"~ + 1 = 5q tal que q € Z, (tese)

Vejamos paran = 1 (base de inducdo), segue

921-1 11 =9141=10

A afirmacao é verdadeira paran = 1, pois 10 = 5+ 2.
Suponha que também seja verdadeiro para um certo n (hipdtese), entdo

92n-1 4+ 1 =5¢q

Multiplicando por 92 ambos os lados da igualdade, temos
92n—1+2 + 92 — 5 . 92q
921‘L+2—1 + 92 — 5 . 92q

92(n+1)—1 =5. 92q _ 92

Somando 1 em ambos os lados da igualdade, vem
92(+-1 4 1=5.92g-92 4+ 1
92(n+D-1 4 1 = 5.92¢ — 80
92+-1 1 1 = 5. (9%q — 16)

Denominando 9%2q — 16 = ¢q’, obtemos

92(n+1)—1 +1= Sq/

Mostramos que se vale para um certo n natural, também vale para o seu sucessor,

logo, por inducdo matematica, é verdade paratodon € N.

4.5 Mostre que 8|(7?"*! + 1) para todo n natural

Demonstragdo:

ueremos provar que 72"*1 + 1 = 8q tal que q € Z, (tese
P q q
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Quando n = 1 (base de indu¢do), segue

72141 1 1 =734+ 1=343+1 = 344

A proposicao é verdadeira paran = 1, pois 344 = 8- 43.
Admita que também seja valido para um certo n (hipdtese), entdo temos

7?71 4+ 1 =8q

Multiplicando por 72 ambos os lados da equacao, se obtém
72n+1+2 + 72 =8- 72q
721‘L+2+1 + 72 =8- 72q
72(1‘L+1)+1 =8- 72q — 72

Somando 1 em ambos os lados da igualdade, vem
72(+1)+1 4 1 = g. 72 — 7% + 1
72(n+1)+1 4 1 = g. 72q — 48
72(n+D+1 4 { = 8(7%q — 6)

Denominando 7%2q — 6 = q’, temos

72(n+1)+1 +1= 8q/

Provamos que se a regra vale para um certo n natural, também vale para o seu

sucessor, por inducao matematica, conclui-se que é verdadeira para todon € N.

4.6 Mostre que 4|(3%" + 3) para todo n natural
Demonstragao:

Queremos provar que 32" + 3 = 4q tal que q € Z, (tese)
Vejamos paran = 1 (base de inducdo), segue

32143=324+3=94+3=12

12 é multiplo de 4, portanto o caso inicial esta verificado.
Suponha que a propriedade seja verdadeira para um certo n natural (hipdtese), temos

32 4 3 = 4q
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Multiplicando ambos os lados por 3%, obtemos
32n+2 + 33 =4- 32q
32(n+1) =4- 32q _ 33

Somando 3 em ambos os lados da igualdade, vem
32(n+1) 1+ 3=4-32g—-33+3
32+ 4+ 3 =4-32g — 24
3200+ 4 3 = 4(3%q - 6)

Reescrevendo 3%2q — 6 = ¢’, segue

32(n+1) 4 3 = 44’

Mostramos que se vale para um certo n, também vale para o seu sucessor, por indu¢ao

matematica, conclui-se que a proposicdo € verdadeira para todon € N.

4.7 Mostre que 3|(202" — 1) para todo n natural

Demonstragdo:

Queremos provar que 20%" — 1 = 3q tal que q € Z, (tese)
Quando n = 1 (base de indu¢do), segue

2021 -1=202-1=400—-1=399

Verificamos o caso inicial, pois 399 é multiplo de 3.
Considere que seja verdadeiro para um certo n natural (hipdtese), temos

20%" — 1 =3q
Multiplicando ambos os lados por 202, obtemos
202"%2 — 202 = 3-20%q

202+ = 3.202g + 207

Subtraindo 1 em ambos os lados da igualdade, vem
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202D — 1 =3-20%q + 20 -1
202+ — 1 =3-20%q + 399
202+ — 1 = 3(20%¢g + 133)

Denominando 202g + 133 = ¢, pode-se escrever

202D — 1 = 3¢’

Admitindo que a afirmagao é verdadeira para um certo n natural, é possivel provar que
aregratambém é verdadeira para o seu sucessor, logo, porinducao matematica, a proposicao
)

é verdadeira para todon € N.

4.8 Mostre que 10|(9%" — 1) para todo n natural
Demonstragao:

Queremos provar que 92" — 1 = 10q tal que q € Z, (tese)
Vejamos paran = 1 (base de inducdo), vem

921 -1=92-1=81-1=280

Percebe-se que a regra funciona, pois 80 é multiplo de 10.
Suponha que seja verdadeiro para um certo n (hipdtese), temos

92" — 1 =10q

Multiplicando os dois lados da equac¢do por 9%, obtemos
92n+2 _ 92 =10 - 92q
92(n+1) =10 - 92q + 92

Subtraindo 1 em ambos os lados da igualdade, vem
92(+1) —1=10-9%2q+9%2 -1
92(n*+1) — 1 =10-9%q + 80
92(n*+1) — 1 = 10(9%q + 8)

Admitindo 92q + 8 = ¢’, segue
92(n*+1) — 1 = 104’
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Mostramos que se a proposicao é verdadeira para um certo n natural, também é para
0 seu sucessor, conclui-se que a afirmacao € verdadeira para todon € N.

5. Consideragoes Finais

Nesta laboracdo apresentaram-se demonstracbes alternativas para proposicoes
especificas envolvendo nimeros inteiros e propriedades da potenciagao, utilizando o método
da indu¢dao matematica. Dialogamos sobre proposicdes matemdticas que envolvem
divisibilidade em Z, assim como a propriedade supra referida. Com efeito, inferimos que o
método da indu¢cao matematica € uma ferramenta eficaz na verificacao de conjecturas que
relacionam os nimeros naturais, ao passo que alcancamos os objetivos deste trabalho.

O educador matematico pode também agregar a indu¢ao matematica nas aulas de
geometria com uso de tecnologias, por exemplo, utilizar o GeoGebra — um software livre de
geometria dinamica - na verificacdo de férmulas matematicas como a soma S dos angulos

internos (S = (n—2)-180°) e a quantidade D de diagonais de um poligono convexo

-3 , . . . =
(D = n(nz )), e por conseguinte demonstrar ambas as conjecturas por meio da inducao

matematica. Sempre ajustando o nivel de complexidade para o respectivo nivel de ensino.
Dessa feita, espera-se que as demonstracdes e ideias apresentadas neste estudo
auxiliem professores e alunos em sala de aula, sobretudo contribuindo nos processos de
ensino e aprendizagem dos que, na seara da teoria dos ndmeros, se interessarem pelos
assuntos aqui apresentados. Sugere-se a continuacao em pesquisas futuras, em tempo algum
intentou-se esgotar as discussdes sobre o tema.
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